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HELMUT WIELANDT ZUM 90.GEBURTSTAG GEWIDMET
Every 3-dimensional associative noncommutative algebra A over a field K has a
two-dimensional subalgebra. In A there exist commuting, but linearly independent,
elements. Therefore the vector product in K 3 cannot be represented as commuta-
tor in an associative three-dimensional algebra over K.  2000 Academic Press
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EINLEITUNG
Die folgende Untersuchung ist motiviert durch die Frage, ob sich das fur¨
einen Korper K in K 3 definierte vektorielle Produkt¨
x , x , x  y , y , y  x y  x y , x y  x y , x y  x yŽ . Ž . Ž .1 2 3 1 2 3 2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1
 als Kommutator x, y  xy yx in einer assoziativen Algebra mit Vektor-
raum K 3 darstellen laßt. In 1 wird dazu gezeigt, daß jede dreidimensionale¨
assoziative nichtkommutative Algebra uber K eine zweidimensionale Un-¨
Ž 2 .teralgebra besitzt. Die alternierenden A d.h.  x A x  0 werden
dabei in Satz 1 gesondert behandelt und vollstandig bestimmt. In 2 ergibt¨
sich, daß die zweidimensionalen assoziativen nichtkommutativen Algebren
¨uber K bis auf Isomorphie und Ubergang zur entgegengesetzten Algebra¨
eindeutig bestimmt sind. Mit Hilfe des in 1 und 2 Bewiesenen ergibt sich
dann in 3, daß es in jeder dreidimensionalen assoziativen Algebra uber K¨
kommutierende, aber linear unabhangige Elemente gibt. Damit ist die¨
Eingangsfrage fur jeden Korper negativ beantwortet. Die Beweise sind¨ ¨
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elementar, d.h. sie benutzen lediglich unmittelbar die Assoziativitat und¨
Nichtkommutativitat, ohne Satze der Algebrentheorie zu benotigen.¨ ¨ ¨
Ž .Nach einer Mitteilung von Herrn Helmut Maurer Darmstadt erhalt¨ ¨
man kurzere algebrentheoretische Beweise, indem man zu der dreidimen-¨
sionalen Algebra A eine artinsche Algebra K A mit Eins bildet und
Ž . Ž  4 . Ž .benutzt, daßmit Rad K A  A  0  A ARad K A ringdi-
rekte Summe von Erweiterungskorpern von K ist.¨
1.
SATZ 1. Bis auf Isomorphie gibt es genau eine dreidimensionale assozia-
tie alternierende Algebra A uber einem Korper K , die nicht die Nullalgebra¨ ¨
 4ist. Sie besitzt eine Basis e, e , e mit1 2
e2  e2  e2  ee  ee  e e e e 0, e e  ee e , 1Ž .1 2 1 2 1 2 1 2 2 1
und Ke ist der einzige eindimensionale Unterraum V on A mit
 x V , y A xy 0,  x , y A xy V .
 4Jedes Element on A	 0 liegt in einem zweidimensionalen Unterraum, in
dem alle Produkte 0 sind.
Beweis. Aus  x A x 2  0 folgt bekanntlich xyyx fur alle x, y¨
 4A. Zuerst wird die letzte Behauptung des Satzes bewiesen. e  A	 01
 4wird zu einer Basis e , e , e von A erganzt und¨1 2 3
e e  ae 
 be 
 ce , e e  ae 
 be 
 ce1 2 1 2 3 2 1 1 2 3
a, b , c, a , b , c KŽ .
2 Ž .angesetzt. Wegen 0 e e  e e e erhalt man¨1 2 1 1 2
ba
 ca 0, b2 
 cb 0, bc
 cc 0.
Im Fall c 0 folgt daraus cb, bb2c1, aabc1 und mit
e bc1e 
 e daher e e 0, so daß auf dem zweidimensionalen Un-2 3 1
terraum Ke 
 Ke alle Produkte 0 sind. Im Fall c 0 erhalt man¨1
b 0. Da man bei a 0 dann schon e e  0 hat, darf man a 01 2
2 Ž .    annehmen. Aus 0 e e  e e e erhalt man b a
 c a  0 c , also¨1 3 1 1 3
auch b 0 und mit e e  aa1e daher e e 0, so daß der zweidi-3 2 1
mensionale Unterraum Ke 
 Ke die Anforderungen erfullt.¨1
Da A nicht die Nullalgebra ist, gibt es e , e  A mit e e  0, und1 2 1 2
Ž . Ždiese sind linear unabhangig. E i 1, 2 sei ein nach dem bereits¨ i
.Bewiesenen vorhandener zweidimensionaler Unterraum mit e  E undi i
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xy 0 fur alle x, y E . Wegen e e  0 ist e  E , e  E und E  E¨ i 1 2 1 2 2 1 1 2
daher eindimensional:
E  E  Ke e 0 , ee  ee  0.Ž .1 2 1 2
 4Wegen E  E ist e, e , e eine Basis von A. Fur e e  ae
 be 
 ce¨1 2 1 2 1 2 1 2
Ž .a, b, c K erhalt man¨
0 e2e  e e e  c e e , 0 e e2  e e e  b e e ,Ž . Ž . Ž . Ž .1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2
also b c 0. Nach Ersetzen von e durch a1e ergibt sich daher2 2
Ž .e e  e, wie in 1 verlangt. Fur¨1 2
x x e
 x e 
 x e , y y e
 y e 
 y e x , y  K 2Ž . Ž .0 1 1 2 2 0 1 1 2 2 i i
folgt daher ex 0 sowie
xy x y  x y e Ke. 3Ž . Ž .1 2 2 1
Ž .Damit erfullt Ke die im Satz an V gestellten Bedingungen, und wegen 3¨
ist er auch der einzige derartige Unterraum. Zu beweisen ist nur noch, daß
 4 Ž .eine Algebra A mit einer Basis e, e , e und der durch 1 bestimmten1 2
Ž . Ž . Ž .Multiplikation alternierend und assoziativ ist: Aus 1 und 2 folgt 3 und
2 Ž . Ž .daher x  0 sowie xe 0; wegen xy, yz Ke hat man xy z 0 x yz ,
also die Assoziativitat.¨
SATZ 2. Jede dreidimensionale assoziatie nichtkommutatie Algebra A
uber einem Korper K besitzt eine zweidimensionale Unteralgebra.¨ ¨
 4 2 2Beweis. Gibt es e A	 0 mit e  Ke, so ist E Ke
 Ke eine
zweidimensionale Unteralgebra; denn ware e2e ee2  e3 E oder e2e2¨
 e4 E, so ware A E
 Ke3 oder A E
 Ke4, also A kommutativ.¨
Man darf daher im folgenden
 x A x 2  Kx 4Ž .
voraussetzen. Nach Satz 1 gibt es im alternierenden Fall eine zweidi-
menisonale Unteralgebra. Man kann also fur den weiteren Beweis die¨
2 Ž .  4Existenz von e mit e  0 voraussetzen, und es gibt nach 4 r K 	 0
mit e2  re. Fur e  r1e gilt also¨ 1
e2  e  0 . 5Ž . Ž .1 1
Ž .2 2 2 Ž . Ž .Fur alle x, y A hat man x
 y  x 
 y 
 xy
 yx , wegen 4 also¨
xy
 yx Kx
 Ky . 6Ž .
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Ž .Gibt es linear unabhangige e, f A mit ef Ke
 Kf , so folgt aus 6¨
Ž .auch fe Ke
 Kf , so daß wegen 4 Ke
 Kf eine zweidimensionale
Unteralgebra ist. Man hat also zum Beweis des Satzes nur noch aus
 x , y A x , y linear unabhangig  xy Kx
 Ky 7Ž .¨
Ž .einen Widerspruch herzuleiten. Dazu wird e mit 5 zu einer Basis1
 4e , e , e von A erganzt. Es gibt also a, b, c K mit¨1 2 3
e e  ae 
 be 
 ce , 8Ž .1 2 1 2 3
Ž . Ž .wobei wegen 7 c 0 sein muß. Multiplikation von 8 mit e von links1
Ž . Ž .liefert wegen 5 und 8
e e  a
 ba e 
 b2e 
 bce 
 c e eŽ . Ž .1 2 1 2 3 1 3
Ž .und die Differenzbildung mit 8 dann
c e e bae 
 1 b be 
 ce .Ž . Ž . Ž .1 3 1 2 3
Ž . Ž .Aus 8 und 9 erhalt man¨
e ce 
 b 1 e 
 ae  0,Ž .Ž .1 3 2 1
Ž .was wegen c 0 im Widerspruch zu 7 steht.
2.
¨SATZ 3. Es gibt bis auf Isomorphie und Ubergang zur entgegengesetzten
Algebra genau eine zweidimensionale assoziatie nichtkommutatie Algebra A
Ž .uber einem Korper K. Diese besitzt eine Basis aus rechts bzw. links -neutralen¨ ¨
Elementen.
Beweis. Zuerst wird festgestellt, daß A nicht alternierend sein kann;
denn fur linear unabhangige x, y A mit x 2  y2  0 und xy ax
 by¨ ¨
Ž .a, b K erhalt man¨
0 x xy  bxy, 0 xy y axy,Ž . Ž .
 4also xy 0, so daß A kommutativ ware. Erganzt man x A	 0 zu einer¨ ¨
 4 2 Ž .Basis x, y von A, so erhalt man fur x  ax
 by a, b K¨ ¨
0 xx2  x 2 x b xy yx ,Ž .
alsoda aus xy yx die Kommutativitat von A folgen wurdeb 0:¨ ¨
 x A x 2  Kx . 1Ž .
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2  4 2Fur e A mit e  0 gibt es also c K 	 0 mit e  ce, so daß man fur¨ ¨
e  c1e1
e2  e  0 2Ž . Ž .1 1
 4 Ž .erhalt. Man erganzt e zu einer Basis e , e von A. Nach 1 gibt es¨ ¨ 1 1 2
s K mit e2  se . Ist s 0, so versucht man e durch e 
 te mit2 2 2 1 2
 4 Ž .2t K 	 0 und e 
 te  0 zu ersetzen:1 2
2e 
 te  e 
 t e e 
 e e ,Ž . Ž .1 2 1 1 2 2 1
Ž . Ž .2wobei wegen 1 e e 
 e e  0 sein muß. Daher kann e 
 te  0 fur¨1 2 2 1 1 2
 hochstens einen Wert t 0 gelten, so daß man in Fall K  2 also¨
Ž .tatsachlich s 0 erreichen kann und dann wie bei 2¨
e2  e . 3Ž .2 2
 4 2 ŽEs ist also lediglich im Fall K 0, 1 noch auszuschließen, daß e  e2 1
.2 Ž .
 e  0 und damit wegen 2 e  e e 
 e e ist: Daraus folgt e e 2 1 1 2 2 1 1 2
Ž .e e e  e e e e  0, e  e e und schließlich der Widerspruch 02 1 2 2 2 1 2 1 2 1
Ž .e e e  e e  e .2 2 1 2 1 1
Die Assoziativitat von A bedeutet die Gultigket der 6 Gleichungen¨ ¨
 4  4e e e  e e e i , j, k  1, 2 . 4Ž . Ž . Ž .Ž .i j k i j k
Mit dem Ansatz
e e  ae 
 be , e e  ce 
 de a, b , c, d K 5Ž . Ž .1 2 1 2 2 1 1 2
Ž . Ž . Ž . Ž .besagen die Gleichungen 4 in der Reihenfolge 1, 2, 1 , 2, 1, 1 , 2, 2, 1 ,
Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .1, 1, 2 , 1, 2, 2 , 2, 1, 2 fur die Tripel i, j, k wegen 2 und 3 das System¨
der Gleichungen fur a, b, c, d,¨
a
 bc c
 da, 6Ž .1
dc 0, d 2  d , 6Ž .2
c c2 , 6Ž .3
ab 0, b b2 , 6Ž .4
a2  a, 6Ž .5
bc
 d ad
 b. 6Ž .6
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Ž .Die Gleichungen 6 besagen, daß nur die drei Falle¨2, 3
c d 0, 7Ž .1
c 0, d 1, 7Ž .2
c 1, d 0 7Ž .3
Ž .moglich sind. Entsprechend ergeben 6 die Falle¨ ¨4, 5
a b 0, 8Ž .1
a 0, b 1, 8Ž .2
a 1, b 0. 8Ž .3
Ž . Ž . Ž .Bei 7 sowohl wie bei 8 erhalt man aus 6 a b c d 0, mit¨ 1, 61 1
Ž . Ž . Ž .5 also einen Widerspruch zur Nichtkommutativitat. Bei 7 , nach 5 also¨ 2
e e  e 9Ž .2 1 2
Ž . Ž . Ž .ist 6 erfullt, und 6 wird zu 1 a
 b, was in jedem der Falle 8¨ ¨1 6 2, 3
Ž . Ž . Ž .gilt; bei 8 hat man aber nach 5 e e  e , wegen 9 also einen2 1 2 2
Ž .Widerspruch zur Nichtkommutativitat. Also gilt 8 und damit¨ 3
e e  e . 10Ž .1 2 1
Ž .Entsprechend erhalt man im Fall 7¨ 3
e e  e , 9Ž .2 1 1
e e  e . 10Ž .1 2 2
Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Da der Herleitung gemaß sowohl 2 , 3 , 9 und 10 wie auch 2 , 3 ,¨
Ž . Ž . Ž .9 und 10 die Gleichungen 4 nach sich ziehen, ist damit die Behaup-
tung des Satzes bewiesen.
Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Zusatze. 1 Aus 2 , 3 , 9 und 10 folgt, daß die Unteralgebra A der¨ 0
Ž .rechtsannullierenden Elemente x x e 
 x e x , x  K aus den x mit1 1 2 2 1 2
x 
 x  0 und die Menge A der rechtsneutralen Elemente aus den x mit1 2 1
x 
 x  1 besteht. Stellt man die Elemente on A als Punkte der affinen1 2
Ebene uber K dar, so sind A , A parallele Geraden, und fur y A	 A ,¨ ¨0 1 0
 Ž .y Kx 0 ergibt sich die folgende Konstruktion on xy: Fur y sy s K ,¨
y A gilt xy sx, so daß xy auf der Parallelen durch y zur Verbindungsger-1
aden on x, y sowie auf der Verbindungsgeraden on 0, x liegt.
Ž . Ž2 Zu einer zweidimensionalen alternierenden Algebra uber K Multi-¨
.plikation  , die nicht die Nullalgebra ist, gibt es genau eine assoziatie
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Algebra A mit demselben Vektorraum V und einer Basis aus rechtsneutralen
 Elementen, fur die  x, y V x y x, y gilt.¨
 4 Ž .Beweis. Sei f , f eine Basis von V uber K und¨1 2
f  f  uf 
f u ,   K . 11Ž . Ž .1 2 1 2
Die Multiplikation  ist durch u,  bestimmt, und es ist nicht u  0
Ž .  4da sonst  x, y V x y 0 ware . Gesucht ist eine Basis e , e derart,¨ 1 2
Ž . Ž . Ž . Ž .daß in der Algebra A mit der durch 2 , 3 , 9 und 10 bestimmten
Multiplikation
 e  e  e , e  e  e 12Ž .1 2 1 2 1 2
Ž .gilt. Mit e  x f 
 x f , e  y e 
 y f x , y  K , z x y  x y1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 i i 1 2 2 1
Ž .wird 12 zu dem Gleichungssystem
zu x  y , z  x  y , 13Ž .1 1 2 2
und wegen z 0 folgt daraus
ux x  1, uy y  1, x y  x y  0. 14Ž .2 1 2 1 1 2 2 1
Damit ist die Menge der rechtsneutralen Elemente der gesuchten Algebra
Ž .A festgelegt und somit nach dem Zusatz 1 auch A. Zu beweisen ist nur
Ž . Ž . Ž . Ž .noch, daß aus 14 wieder 13 und damit 12 folgt: Nach 14 gibt es
 4 Ž .t K 	 0 mit x  y  tu, x  y  t und daher t z, also 13 .1 1 2 2
3.
Da bekanntlich fur vektorielle Produkte¨
x y 0  x , y linear abhangig¨
gilt, wird die eingangs gestellte Frage negativ beantwortet durch
SATZ 4. In jeder dreidimensionalen assoziatien Algebra uber einem Korper¨ ¨
K gibt es kommutierende, linear unabhangige Elemente.¨
Beweis. Es wird im Gegenteil angenommen, daß die assoziative dreidi-
mensionale Algebra A uber K die folgende Eigenschaft hat:¨
 KA x , y  0  x , y linear abhangig.Ž . ¨
Insbesondere ist dann A nichtkommutativ. Nach Satz 2 besitzt A eine
Ž .zweidimensionale Unteralgebra U, die wegen KA ebenfalls nichtkommu-
NICHTKOMMUTATIVE ALGEBREN 287
¨tativ ist. Nach Satz 3 hat U, ggf. nach Ubergang von A zur entgegengeset-
 4zten Algebra, eine Basis e , e mit1 2
e2  e , e2  e , e e  e , e e  e . 1Ž .1 1 2 2 1 2 1 2 1 2
Daraus folgt fur e e  e¨ 2 1
 e, e  e. 2Ž .1
Zu e  A	U gibt es a, b, c K mit3
e e  ae 
 be 
 ce . 3Ž .1 3 1 2 3
Ž .Daraus folgt durch Multiplikation von links mit e nach 11
e e  a
 b e 
 c e eŽ . Ž .1 3 1 1 3
Ž .und daraus wegen 3
0 b
 ac e 
 b c 1 e 
 c c 1 e ,Ž . Ž . Ž .1 2 3
also c b 0 oder aber c 1, a
 b 0. Im ersten Fall hat man nach
Ž . Ž .3 e e  ae , nach Ersetzen von e durch e  ae U also1 3 1 3 3 1
e e  0. 4Ž .1 3
Ž .Im zweiten Fall ergibt sich e e  e  e 
 a e  e , und man erhalt¨1 3 3 3 1 2
Ž .daher bei Ersetzen von e durch e  ae U3 3 2
e e  e . 4Ž .1 3 3
Ž . Ž .Zur Bestimmung von e e in einem der beiden Falle 4 und 4 wird¨3 1
e e  ae 
 be 
 ce a, b , c KŽ .3 1 1 2 3
Ž .angesetzt. Multiplikation von rechts mit e ergibt wegen 11
e e  ae 
 be 
 c e eŽ .3 1 1 2 3 1
und nach Differenzbildung dann
c e  e e  0.Ž .3 3 1
Im Fall c 0 hat man also
e e  e . 5Ž .3 1 3
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Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Wegen KA ist 4  5 unmoglich. Im Fall c 0 folgt nach 1 bei 4¨
0 e e e  a
 b e ,Ž .1 3 1 1
Ž .als a
 b 0 und somit e e  be, woraus sich wegen 2 der Wider-3 1
  Ž . Ž .spruch e  be, e  0 zu KA ergibt. Also gilt 4 . Damit erhalt man¨3 1
ae 
 be  e e  e e e  a
 b e ,Ž .1 2 3 1 1 3 1 1
also b 0 und daher e e  ae . Ersetzen von e durch e  ae , wobei3 1 1 3 3 1
Ž .sich 4 nicht andert, ergibt dann¨
e e  0 6Ž .3 1
und damit
  e , e e . 6Ž .3 1 3
Ž . Ž . Ž .Aus 4 und 6 wird nun ein Widerspruch zu KA hergeleitet, womit die
Ž . Ž .Existenz von e mit 4 und 5 nachgewiesen ist.3
Der Ansatz
e e  ae 
 be 
 ce a, b , c KŽ .2 3 1 2 3
ergibt durch Multiplikation von rechts mit e wegen der Folgerung3
e2  e e e  e e e  0 6Ž . Ž . Ž .3 3 1 3 3 1 3
Ž . Ž . Ž .aus 4 und 6 und wegen 4
0 ae 
 b e e  a
 bc e 
 bae 
 b2e ,Ž . Ž .3 2 3 3 1 2
also b 0 a, d.h. e e  ce und daraus durch Multiplikation von links2 3 3
Ž .mit e dann e e  ce e , wegen 4 also e  ce , d.h. c 1:1 1 3 1 3 3 3
e e  e . 7Ž .2 3 3
Ž .Aus dem Ansatz e e  ae 
 be 
 ce a, b, c K ergibt Multiplika-3 2 1 2 3
Ž . Ž .tion von rechts mit e nach 1 und 6 e e  ae 
 be und Multiplika-1 3 2 1 2
Ž . Ž  .tion von links mit e dann wegen 6 und 6 weiter 0 be e  bae 
3 3 2 1
b2e , damit b 0, also e e  ae . Multiplikation mit e von rechts liefert2 3 2 1 3
Ž . Ž  . Ž .daraus wegen 7 , 6 und 4 0 e e e  ae , also a 0, damit e e  03 2 3 3 3 2
Ž .   Ž .  und wegen 7 e , e e , mit 6 also den Widerspruch e , e  0 zu3 2 3 3
Ž .KA .
Ž . Ž .Es gelten also die Gleichungen 4 und 5 und damit
 e , e e . 8Ž .1 3 3
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Ž . Ž .Mittels 4 und 5 erhalt man¨
e2  e e e  e e e  0. 9Ž . Ž . Ž .3 3 1 3 3 1 3
Der Ansatz
e e  ae 
 be 
 ce a, b , c K 10Ž . Ž .2 3 1 2 3
Ž . Ž .ergibt nach Multiplikation von rechts mit e wegen 4 und 9 0 be e ,3 2 3
Ž Ž . .also b 0 denn nach 10 gilt: e e  0 b 0 . Multiplikation von2 3
Ž . Ž . Ž .links mit e liefert aus 10 wegen 1 und 4 0 e e  ae , d.h. a 0.1 1 3 1
Ž .Man hat also e e  ce , nach Multiplikation von links mit e wegen 12 3 3 2
e e  ce e und daher einen der beiden Falle¨2 3 2 3
e e  0, 11Ž .2 3
e e  e . 11Ž .2 3 3
Der Ansatz
e e  ae 
 be 
 ce a, b , c K 12Ž . Ž .3 2 1 2 3
Ž . Ž .ergibt nach Multiplikation mit e von links wegen 5 und 9 0 ae 
3 3
Ž . Ž .be e , nach Einsetzen von 12 also 0 a
 bc e 
 bae 
 be und3 2 3 1 2
Ž .daher b a 0. Nach 12 hat man e e  ce , und Multiplikation von3 2 3
rechts mit e liefert dann e e  ce e . Das ergibt die beiden Falle¨2 3 2 3 2
e e  e , 13Ž .3 2 3
e e  0. 13Ž .3 2
Ž . Ž . Ž . Ž  . Ž . Ž .Wegen KA ist 11 , 13 ebenso wie 11 , 13 unmoglich. Wegen 8¨
erhalt man¨
 11 , 13  e  e , e  0,Ž . Ž . 1 2 3
   11 , 13  e 
 e , e  9,Ž . Ž . 1 2 3
Ž .also ebenfalls einen Widerspruch zu KA .
Bemerkung. Hat der Korper K die Eigenschaft¨
a, b K a2 
 b2 1, 14Ž .
so kann man die negative Antwort auf die Eingangsfrage auch ohne Satz 3
erhalten, indem man bemerkt, daß mit dem wie ublich eingefuhrten¨ ¨
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inneren Produkt
3
x , x , x  y , y , y  x yŽ . Ž . Ý1 2 3 1 2 3 i i
i1
3 Ž .in K die Gleichung x  x y  0 gilt. Ware das vektorielle Produkt als¨
Kommutator darstellbar, so mußte also in der dafur benotigten assozia-¨ ¨ ¨
tiven Algebra mit Vektorraum K 3
 x  x , y  0 15Ž .
gelten. Nach Satz 2 gibt es linear unabhangige x, y K 3 und s, t K mit¨
 sx
 ty x , y ,
Ž . Ž .wobei wegen KA nicht s t 0 sein kann. Mittels 15 folgt daraus
s x  x 
 t x  y  0, s x  y 
 t y  y  0,Ž . Ž . Ž . Ž .
Ž . Ž . Ž .woraus sich sx
 ty  sx
 ty  0 und wegen 14 daher sx
 ty 0 im
Widerspruch zur linearen Unabhangigkeit von x, y ergibt.¨
Ž .   Ž .Aus 15 folgt ubrigens, daß es c K mit x, y  c x y fur alle¨ ¨
3 Ž . Ž . Ž .x, y K gibt: Fur e  1, 0, 0 , e  0, 1, 0 , e  0, 0, 1 gibt es nach¨ 1 2 3
Ž .   Ž . Ž .15 c  K mit e , e  c e  c e  e Indizes mod 3 ; we-i i i
1 i1 i1 i1 i i
1
gen
 e 
 e , e c e 
 c ei1 i i
1 i i i1 i1
Ž .folgt aus 15 dann
0 e 
 e  c e 
 c e c 
 c ,Ž . Ž .i1 i i i i1 i1 i i1
Ž .so daß es c mit c  c i 1, 2, 3 gibt, was die Behauptung ergibt.i
